Mit neveziink elemi eseménynek és eseménytérnek?
A kisérlet lehetséges kimeneteleit elemi eseményeknek nevezziik. Az adott kisélethez tartozé elemi
események halmazat eseménytérnek nevezziik, jele: X

Biztos esemény, lehetetlen esemény

Az X halmaznak megfelel6 esemény a biztos esemény, tehdt az az esemény, amelyik mindig bekdvetkezik.
Az Ures halmaznak megfelel6 esemény a lehetetlen esemény (jele:0), tehat az az esemény, amelyik
sohasem kovetkezik be.

Mi az eseményalgebra?

Egy X eseménytérhez tartozd A,B,C,... eseményeknek egy tetsz6leges — az X és O eseményt tartalmazé —
olyan halmazat, amely az események 0sszeadasara, szorzasara és a komplementer képzésére nézve zart,
eseményalgebranak nevezziik.

Az A és B események egymast kizar6 eseményeknek vagy idegen (diszjunkt)eseményeknek nevezziik,
ha AB=0

Mi a teljes eseményrendszer?
Az A1, 45,45, ..., 4, események teljes eseményrendszert alkotnak, ha teljestilnek az alabbi feltételek:

A1+A:+A3+-..+AH=X és AEA}.zﬂJ ‘]_-.:_jl{j'.:_:"ﬂ'

Azaz a teljes eseményrendszer eseményei paronként kizarjak egymast és az események 6sszege a biztos
esemény. Mds szavakkal: a teljes eseményrendszer eseményei kozil egy és csakis egy mindig
bekovetkezik.

A megszamlalhatatlan végtelen sok 4;,45,43,..,4,, .. esemény Gsszege
(A1 +A; + Az + -+ A, +---) az az esemény, amely akkor és csak akkor kdvetkezik be, ha az A;
(i=12,..,Mm .. ) események kdzil legaldbb egy bekdvetkezik.

Mi a o- algebra?

Az olyan eseményalgebrat, ahol megszamlalhatéan végtelen sok esemény Gsszege is az
eseményalgebrahoz tartozik o- algebranak nevezziik.

Egy eseményalgebrat végesnek neveziink, ha az eseménytér véges sok elemi eseménybdl all.

Adjon példat egy olyan teljes eseményrendszerre, amelyben megszamldlhatéan végtelen sok esemény
szerepel!
o-algebra: megszamlalhatéan végtelen: 4 + 45 + Ag+ -+ A, +--- [0,1) intervallumon

l'Il:_l'l l'I[_
- 1) A; (i =12, ...) teljes eseményrendszert alkotnak, mivel az események kdziil egy

Af:[ 2 g

és csak egy kovetkezik be.

Ismertesse a relativ gyakorisag tulajdonsagait!

1. 0=<k=n-— 0=%=1
T

2. Legyenek A és B események diszjunkt események. Jel6lje k4, %5 és kq+5az A,B és A+B események
gyakorisagat. Az A és B események egyszerre nem kovetkezhetnek be, igy
k k k
ZAYE _ TA 4 TE
n n n

3. Az X biztos esemény mindig bekdvetkezik, ki = 1, igy a biztos esemény relativ gyakorisaga

kasg = kg + kg, tehdt AB=0 esetén



10. Ismertesse a valdszinliségszamitds axiomait:

1. Adott egy nem lres X halmaz, az eseménytér. Az eseménytér elemeit elemi eseményeknek
nevezzik.

2. Adott az X részhalmazainak egy [ c-algebraja. AZI-beli halmazokat elemi eseményeknek nevezzik

3. AE]l eseményhez hozzarendellink egy P(A) szamot (aeiésy valdsziliségét) ugy, hogy
0=P{A)=1.

4. P(X)=1

5. Ha A és B egymast kizar6é események, akkor P(A+BAxH}(B)

6. Hady, A5 A, ..., 4, ... egymast paronként kizaré események, akkor

P (iai) = i P(A)

i=1 i=1

11. Igazolja, hogy A € B esetén P(A) = P(B)!

AcB -A=AB 0=P{(B—4)=1
B=A+A4EB 0=P(B)-P(4A) =1

P(B-A)=P(B)-P(AB) 0=P(B)—P(4)

P(B-A)=P(B)-P(A) P(4A) =P(B)

12. Mivel egyenld két esemény kiilonbségének valdszinlisége?
Tetsz6leges A és B eseményekre P(B-A)=P(B)-P(BA)
B=Bx=B(A+A)=BA+BA
P(B) = P(BA+ BA) = P(BA) + P(BA)

P(BA) = P(B) = P(BA) BA=B-4A
P(B — A) = P(B) — P(BA)

13. Tetsz6leges A és B események esetén P(A + B) = P(A) + P(B) — P(AB)
A+B=AX+BX=A(B+B)+B(A+A)=AB+AB+AB+BA=AB +AB+BA
P(A+B) =P(AB+ AB+BA) = P(AB)+ P(AB)+ P(BA) = P(A—B) + P(AB) + P(B — A)
P(A+B) = [P(4) — P(AB)] + P(AB) + [P(B) — P(AB)] = P(A) + P(B) — P(AB)

14. Igazolja, hogy egy teljes eseményrendszer elemeinek valészin(iségét 6sszegezve 1et kapunk!
Ha a véges vagy végtelen sok A1, 44, A3, ..., 4,,, ... esemény teljes eseményrendszert alkot, akkor

LiP(4;) =1

Mivel };; A4; = X és a rendszer elemei paronként kizérjak egymast, igy

P(x) =1= P(ZAE) - ZP(AE-}

i

15. Valdszinliség eloszlas



16.

17.

18.

19.

20.

A p; = P(A;) szdmok mutatjak, hogy hogyan oszlik meg az egységnyi valdsziniiség a teljes
eseményrendszer eseményei k6zott. Ennek analdgiajara, ha a p;, (i = 1,2, ... ) szdmokra teljestl, hogy
p; =0,(i=1.2,..0és X, p, = 1akkor azt mondjuk, hogy a », szamok valészin(iség-eloszlast
alkotnak. llyenkor valoban lehet is talalni olyan kisérletet, eseményteret és egy 4,, ..., 4,, ...

teljes eseményrendszert ugy, hogy P(4,) = p,

Mi a klasszikus valdszin(iségi mez6?
Az olyan véges eseményteret (és a rajta értelmezett valdszinliséget), ahol az elemi események
valdszinlsége megegyezik, klasszikus valoszinliségi mezének nevezziik.

Mivel egyenld egy tetszGleges esemény valdszinlisége klasszikus valdszinliségi mezében?

Klasszikus valdszinliségi mezGben egy tetsz6leges A esemény valdszin(isége
az A esemény bekdvetkezésére kedvrezo elemi eseményvek szama

P(4) =

az dsszes elernel esemény szama

Geometriai valdszin(iség

Az elemi események egyenletes eloszlasuak a H halmazon, ha annak valdszin(lisége, hogy egy
véletleniil valasztott elemi eseménynek megfelel§ pont a H halmaz egy A mérhet6
részhalmazdaba essen egyenesen aranyos a részhalmaz mértékével és fliggetlen a részhalmaz
m (4)

i ahol m(A4) az A részhalmaz mértékét jeldli.

helyzetétdl, azaz P(A) = —
Hogyan értelmezziik a feltételes valdszinliséget?

Egy A eseménynek a pozitiv valoszinlisége B eseményre, mint feltételre, vett feltételes
valdszinlisége

P(AB)

P(B)

P(AlB) =

Egy pozitiv valdszinliségli B esemény esetén tetszéleges A mérhetS eseményre 0 < P(A|B) < 1.

A és C egymast kizaro események esetén hogyan lehet kiszamolnia P(A+C| B) valészin(iséget?
Ha A és C egymast kizaro események, akkor P(B) = 0 esetén
P((A+C)B) P(AB+CB) _

P(BY  P(B)
AC=0 miatt AB és CB is kizarjak egymast
_ P(AB) + P(CB)
~ P(B)

P(A+C|B) =

= P(A|B) + P(C|B)

21.Tetszbleges A és B események esetén hogyan lehet kiszamolnia P(A+B|C) valdszinliséget?

22.

Legyenek A és B tetsz6leges események és a C esemény pozitiv valdszinliségi
Ekkor P(A+B|C)=P(A|C)+P(B|C)-P(AB|C)

Mikor neveziink két eseményt fiiggetlennek? Adjon meg ezzel ekvivalens allitast!
Az A eseményt flggetlennek nevezziik a pozitiv valdszinliségl B eseménytél, ha

3



P(A|B) = P(A) Adefinicio feltételezi, hogy P(B)>O0.
Az A és B események akkor és csak akkor fliggetlenek, ha P(AB)=P(A)-P(B)

23. Teljesen fiiggetlen

24.

25.

Legyen adott az Ai,A4;A45,..,4,,.. események egy véges vagy végtelen sorozata. Ezeket az

eseményeket teljesen fliggetlennek nevezziik, ha barmelyik esemény fliggetlen véges sok (t6le
kiilonb6z6) sorozatbeli elem szorzatatdl. Azaz tetszéleges j és k pozitiv egész szamok esetén

F‘[:ﬂl}-) = P[A}-HL A ...Aik) ,ahol i,,1,,...,1, k darab tetszéleges, egymastdl és j-t6l kilénb6z8

egynél nagyobb természetes szam.

Ismertesse a teljes valdszin(iség tételét!
Alkossanak az Aj,45,43..,4, események teljes eseményrendszert P{4;) = 0,{i = 1,2,..,n) és

legyen B tetsz6leges esemény. Ekkor fennall, hogy
P(B) = =1 P[BHE]P[AJ

Ismertesse a Bayes tételt!

Alkossanak az Aj,.A5,43,...,4,, ... események teljes eseményrendszert és legyen B egy tetszéleges
esemény, tovabba a fent a fenti események mindegyike legyen pozitiv valdsziniség(i. Ekkor:
P(BlA4,)P(4,)

=1 P(BIA)P(A4)

P(ﬂklgj =

26. Adja meg a valoszintiségi valtozo definiciojat!

27.

28.

Az w elemi események X halmazan értelmezett &=E(w) valds értékd fliggvényt valdszin(liségi

valtozonak nevezziik, ha tetszéleges valds x esetén létezik a P( < x) valdszin(iség.

Hogyan értelmezziik egy € valészin(iségi valtozé eloszlasfiiggvényét?

Az F(x)=P(€ < x) fuggvényt a € valdszinliségi valtozé eloszlasfiiggvényének nevezziik.

Binomialis eloszlas

Tetsz6leges n = 1 természetes szdm és O < p =< 1 esetén a § valdszinlségi valtozé (n és p

paraméterd) binomidlis eloszlasu, ha € lehetséges értékei: 0,1,2,...,n és

P =1 = () p* (1-p)"*



29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

Geometriai eloszlas
TetszGleges 0<p<1 esetén a k=0,1,2,... értékeket a P(& = k) = p*(1— p) valdsziniiséggel felvevs

€ valdszin(ségi valtozét geometriai eloszldasunak nevezziik.

Poisson eloszlas
Tetsz6leges A > 0 valds szam esetén egy € valdszinliségi valtozé ( A paraméterl) Poisson-

eloszlasu, ha €a 0,1,2,... nemnegativ egész értékeket rendre a

N LA ot .
p, =P(E=k)==e"* k=0,12,.., (1 = 0)valdszinlséggel veszi fel.

K.

Milyen kapcsolat van a binomialis és a Poisson eloszlas koz6tt?

A binomidlis eloszlas hatareloszlasa a Poisson-eloszlds, ha n tart a végtelenhez, de np=A allandé.

Kevert eloszlasu
Egy valdszinlségi valtozd lehet kevert eloszlasu is, se nem diszkrét se nem folytonos.

Ismertesse az egyvaltozds eloszlas fiiggvény tulajdonsagait!

Tetsz6leges & valdszinliségi valtozd F(x) eloszlasfliggvénye rendelkezik a kovetkezd

tulajdonsagokkal:
1. F(x) monoton névekedd,
2. lim,,__ F(x)=10
3. lim, .. Flx)=1 d. F(x) balrdl folytonos, azaz lim, ., _o F(x) = F(x,)

Igazolja, hogy egy valdszin(iségi valtozo eloszlasfiiggvénye monoton névekvd!
Legyen x4 < x,, ekkor a {{ < x,} esemény tartalmazza a {{ < x,} eseményt.

lgy P(§ < x,) < P(§ <x,), azaz F(x,) < F(x,) tehat az eloszlasfiiggvény valéban monoton

noévekedd.

rr _rr

Hogyan értelmezziik a s(irliségfiiggvényt?

Egy f(x) = 0 fuggvény a & valdszinlségi valtozd s(rliségfliggvénye, ha az F(x) eloszlasfiggvény

tetsz6leges x esetén elGéll az F(x) = ff:_lx F(t)dt alakban.

Egy valdszinlségi valtozot folytonosnak tekintlink, ha létezik strlségfliiggvénye.



36. Adja meg a slirliségfiiggvény karakterisztikus tulajdonsagait! Igazolja azokat!

1. f(x) = 0 - Mivel az eloszlasfliiggvény monoton névekvd, igy a derivéltja nem negativ

2. _Irf;f[t]r:it= 1 — az eloszlasfiggvény a s(rlségfliggvény primitiv fliggvénye —

[*_f(Hdt = [F(8)]=, = F(+0) — F(~0) =1

37. Egyenletes eloszlas
Az (a,b) intervallumon egyenletes eloszlasu valdszin(iségi valtozo sirlségfiiggvénye

slr(iségfliggvénye eloszlasfiggvénye
f(x]={b_ﬂr a2 (ﬂv j F[xj _ x—i ) }lﬂ,fx,{xﬂ:_:b
0 ,hax€ (ab) b-a

1, hab< x
38. Exponencialis eloszlas

Egy € \valodszinlségi valtozét A-paraméterli exponencidlis eloszlasinak neveziink, ha

slr(iségfliggvénye eloszlasfliiggvénye
a hax =0 0 hax =0
= ' A=0 F ={ . -
fx) {,le_"b‘,haxzﬂ, ( ) (x) 1—e ™™™ hax >0

39.Mi az orokifju tulajdonsag?Milyen fontos/folytonos eloszlasok rendelkeznek ezzel a
tulajdonsaggal?

Egy € valdszinlségi valtozo ,6rokifju” tulajdonsagu, ha tetszéleges pozitiv a és ¢ konstansok

esetén teljesil P(¢ =c) = P(§ = c + a|f = a).
Ha folytonos: Egy exponencialis eloszlasu valdszinlségi valtozo ,6rokifju” tulajdonsagu.
Ha fontos: Exponencialis és geometriai

40. Normalis eloszlas



Egy & valdszinliségi valtozét m és o paraméterli normalis eloszldsunak neveziink, ha

slr(iségfliggvénye
_fx-m)?
flx) =——=—=¢e 2o
VATg

alaku, ahol 0>0, m tetsz6leges allandé.

A € eloszlasfliggvénye

1 M —(g—-m)*
F(x) = — e 2 dt
v 2o
—EE

A normalis eloszlast gyakran Gauss eloszlasnak is szoktak nevezni.

. Adja meg a varhato érték definicigjat!
Definiciél: Egy véges sok, xy,x,,..,x, értéket py,p,....p, valdszinliséggel felvevd diszkrét

valoszinlségi véltozo E(E) varhatd értéke E(&) = Xlay x,p.

Definicid2: Egy végtelen sok, xysXq, vy X,y e Ertéket Py, Pa, vesPyys oo Valoszinlséggel felvevs €

valoszinlségi valtozd varhatd értéke E (&) = X2, x,p. feltéve hogy a végtelen sor abszolut

konvergens, azaz X72,|x,| - p, < +co

Definicié3: Egy f(x) slrlségfliggvényl folytonos eloszldsu & valdszin(iségi valtozé varhatd értéke

E(&) = _I“_J: xf(x)dx , feltéve, hogy az improprius integral konvergens és abszolut konvergens

is, azaz _Irj:lxl f(x)dx is konvergens.



42. Legyen § diszkrét valdszinlségi valtozo és c egy tetszbleges konstans. Igazolja, hogy

E(§+c)=E(f)+c!
E(+c) =Z(3‘-’z‘ +c)p; =Z[:xfpz' +ecp) = Z(xipi] +Z¢F:‘ =E(f) +c

43.Vezesse le egy egyenletes eloszlas varhato értékének képletét az [a,b] intervallumon!

. . ‘2 a+hb
Az [a,b] intervallumon egyenletes eloszlasu & valdszinlségi valtozo varhato értéke: E(&) = —

Mivel € stir(iségfliggvénye

1
— haa< x<b,
flx)= {b—ﬂ o
0,egvébként,
igy

+oo

E(E) = f xf(x]dx=f;?dx=

1 bz—az_a-l-b
b—al|l 2 2

— o0

44.Vezesse le az n és p paraméterii binomialis eloszlasu valdszinliségi valtozé varhaté értékét!
Az n és p paraméterd binomidlis eloszldsu valdszinliségi valtozo varhaté értéke: E(&) = np.

E(E) = Z kpy =
k=0

Mivel k=0 esetben kp, = 0p, = 0p = 0, igy

D kpem YRR a-ar =) e (e -
k=1 k=1 k=1

n—1

_ (n—1)! . o
M ey T G

-1
N n— 1y . (m—1)—j

= pZ( j )‘p*‘(l—p} ! =np
j=o

Mivel ;?:_Dl (”;1]?"(1 _ pj'in—l}—}' =[p+(1- p]]n—l =1

45. Vezesse le egy Poisson eloszlasu valészinliségi valtozo varhato értékét!



A A paraméter(i Poisson eloszlasu € valdszinlségi valtozé varhato értéke: E(E)=A

Mivel & csak nemnegativ értékeket vesz fel, igy a varhaté érték létezéséhez elegendé beldtni a

2i=, x;p, sor konvergencidjat

E(E) = i kpy =
k=0

Mivel a k=0 esetben kp, = 0p, = 0e™* =0, igy

i pL. i Pl i pLa! i k-1
= k—e™* = -1 = et = et

—e =i ) —  _=jletet=1
k! E—1)! E— 1) E—1)
£ (k—1) L (k—1) £ (k—1)

k=1

46. Vezesse le egy A paraméteri exponencialis eloszlasu valoszinliségi valtozo varhato értékét!

yar 7 7 7 7 7 1
A A paraméterd exponencidlis eloszlas varhato értéke: E(f] = 2

0,hax <0
o) = {Ae_‘h,hrxx =0
+oo +m , i e-ﬂ.‘r +oo
E(&) fo[x)r:ix ine dx = ] [—xe ]D + | e™™dx
-2 1] 0

Az els6 tag az alsé hatar helyen nyilvanvaldan zérus, a fels6 hatar helyen vett értékrél Bernoulli-
L'Hospital-szaballyal igazolhatd, hogy szintén nulla, igy
- 1

w0 -3 -3

47.Vezesse le az m és ¢ paraméterii normalis eloszlasu valdszinliségi valtozé varhaté értékét!



Az m és o paraméter(i normalis eloszlasu € valdszinliségi valtozé varhato értéke: E(§)=m

T o1 e T x—m w1 om Gm
E[:t‘;'-j: f x—e ¢ dx = gt e ¢ dx+ —
A 2o W 2T a V2m O

— o0 —od —oa

o _':I—m}1 +oo +oz 1 _I:x_m}"._
=—|—e 24 —|—mf —¢ 2o dx=m
e Vamg

48. Ismertesse a varhato érték tulajdonsagait!

1. Ha egy & valdszin(iségi valtozonak létezik a varhatd értéke, akkor tetsz6leges ¢ konstans
esetén a & valdszinliségi valtozdénak is 1étezik a varhaté értéke és E(cE)=cE(£)

2. Ha egy € valdszinlségi valtozénak létezik a varhato értéke és b egy tetsz6leges valds szam,
akkor a (§+b) valdszinUiségi valtozdnak is létezik a varhato értéke és E(E+b)=E(E)+b

3. Legyen & korlatos valdszin(iségi valtozd, azaz m; = { < m, , akkor létezik a § varhaté

értéke, ésm, < E({) = m..

49. Hogyan értelmezziik egy valoszintiségi valtozo szorasat?
10



A € valoszin(iségi valtoz6é D*(E) szoérasnégyzete D*(E) = E([E— E(E)]%), feltéve, hogy véges.

A € valészinliségi valtozo szorasa a szorasnégyzetbdl vont pozitiv négyzetgyok

D(8) =+D2(E) = VE([E-E(®])

50. Ismertesse a szdras tulajdonsagait!

Ha a € valdszintliség valtozonak létezik a szérasa, akkor tetszéleges b és ¢ konstansok esetén

D(£+b) =D(T), D(ct) = lcI D(E)

51.Standardizalt

11



Ha egy nem konstans § valészinliségi valtozéonak 1étezik az E(§) varhaté értéke és D(§)#0

—E(E)

DiE)

Lo

szorasa, akkor a § standardizaltja a : valdsziniiségi valtozd. A standardizalt

valdszintliségi valtozé varhato értéke nulla és szérasa 1.

52.1gazoljon a szdras tulajdonsagai koziil kett6t!

12



D*(¥) =E([§—E(¥)]*) = E(E* — 2EE(Y) + E*(¥)) = E(E%) - 2E(DE(Y) +E*(¥) = E(E) — E*(%)

D*(g+ b) = E([(§+b) —E(§+ b)]?) = E([E+b — (E(¥) + b)]*) = E([§- E(D)]*) = D*(%)

D(cE) = E{[ct - E(c®)]*} = E{[ct - cE(®)]*} = E{[c(t—E(D)]} = Bk —E(D]*} =
= c?D(Y)

Négyzetgyokvonas utan a szoras pozitiv volta miatt: D (c£) = |c|D(E)

53.Ismertesse a Markov-egyenlGtlenséget!

Legyen 1 egy nemnegativ értékeket felvevé valoszinliségi valtozo6, melynek 1étezik az E(1)

1
véarhat6 értéke. Tetsz6leges c pozitiv szam esetén P(1 = cE(n)) = =
c

54. A Markov egyenl6tlenség alapjan mit allithat a £ < 0 valészin(iségi valtozé esetén a

P(§<cE(%)) val6sziniliségrdl? (c>0)

13



P[E < cE(E]) = P‘[—ﬂ < cE[—*r]])= P[—*.r;r < —cE(*.r;r]) = P(n = cE(n)) 5%

55.Ismertesse a Csebisev-egyenl6tlenséget! - Mit allit a Csebisev egyenl6tlenség?
Ha a § valdszintiségi valtozdonak létezik az E(§) varhaté értéke és a D(§) szorasa, akkor
D(E)

tetszdleges A>0 esetén P(|E — E(E)| = 4) < =

56.Ismertesse a Bernoulli-tételt!
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Tekintslink egy kisérletet és egy hozza tartoz6 p valoszinliségli A eseményt. Ismételjiik meg

a kisérletet egymastol fliggetleniil n-szer és jelolje &, az A esemény gyakorisagat. Ekkor

tetszdleges €>0 és 6>0 szamokhoz van olyan N, hogy n>N esetén teljestil

57.Adja meg a kétdimenzios valésziniiségi vektorvaltozo definicidjat!

Legyen adott az X eseménytéren értelmezett € és 1 valoszinliségi valtozok. Az w elemi

események X halmazan értelmezett {={(w)=( §(w)n(w)) vektorértekii fiiggvényt
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kétdimenzids valdsziniliségi vektorvaltozonak nevezziik, ha tetszéleges x,y valos szdmok

esetén 1étezik a P(§<x, n<y) valdszinliség.

58. A (§n) valoszinliségi vektorvaltozok eloszlasfiiggvénye

Az F(x,y)=P(E<x, n<y) kétvaltozos fiiggvényt a € és 1 valdsziniliségi valtozok egyiittes

eloszlasfiiggvényének, vagy a (§1) valoszinliségi vektorvaltozo eloszlasfiiggvényének

nevezzik.

59.Peremeloszlas
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E:‘P:‘;'=‘IEZF(§_=3='] E,-p,-}-=?:,-=F(n=j}-]

Zf}' p:.}. =1

60.Ismertesse a kétvaltozos eloszlasfiiggvény tulajdonsagait!

Tetszbleges (§n) vektorvaltozé F(x,y) eloszlasfiiggvénye rendelkezik az aldbbi tulajdonsagokkal:

1. F(x,y) mindkét valtozéjaban monoton névekvd

2. F(x,y) mindkét valtozo6jaban balrél folytonos

3. F(-00,y) =F(x,-00)=F(-00,-00) =0

4. F(+00,+00)=1
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5. Tetszlleges a<b ésc<desetén: P(a = £ < b,c < n<d) =F(b,d) —F(a,d) — F(b,c) + F(a,c)

61. A kétvaltozés eloszlasfiiggvény tulajdonsagai koziil bizonyitson be egyet!

F(x,y) mindkét valtozéjaban monoton novekvo.

Legyen x4 < x, ekkor a {£ < x,,n < ¥} esemény tartalmazza a {£ < x;,n < ¥} eseményt.

Tehat P{f < x,,n < v}<P{f < x,,n < y}azaz F(x,,v) < F(x,,v).

Legyen v, < v, ekkora {f < x,n < y,}esemény tartalmazza a {f < x, n < y,}eseményt.

Tehat P{L < x, n < yyJ<P{E < x, n < y,}azaz F(x,v,) < F(x, v,).

62. Egyiittes siirliségfiiggvény és eloszlasfiiggvény kapcsolata
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A € ésm valészinliségi valtozoknak akkor létezik az f(x, v) egylittes slirliségfliggvénye ( a

(&) vektorvaltozo slirliségfliggvénye), ha tetszoleges x és y valos szamok esetén az egylittes

eloszlasfiiggvény eléall az F(x,y) = _f"k f”v f(u, v)dv du alakban.

U=—0oo T r=—0D

63. Egy kétdimenzids valdszinliségi vektorvaltozot folytonosnak neveziink, ha 1étezik az egyiittes

siirtiségfiiggvény.

64. Kétvaltozos siirliségfiiggvény tulajdonsagai

Tetszdleges kétvaltozos slriliségfiiggvény esetén teljesiilnek az alabbi tulajdonsagok:

1. f(x,y)=0
2. j'+m j'+m flu,v)dvdu=1

U=—m P =—00

19



65. Adja meg egy valdsziniiségi vektorvaltozo feltételes eloszlasfiiggvényének a definicidjat

diszkrét és folytonos esetre!

Diszkrét esetben: Legyen 1 egy tetszdleges valoszinliségi valtozo és € diszkrét valoszintliségi

valtozo. Az n valészinliségi valtozé E=x feltétel mellett F(y|x) feltételes eloszlasfliggvénye

F(ylx) = P(n < v|& = x) feltéve, hogy a E=x esemény nem nulla valésziniiségii, azaz az x a &

lehetséges értékeinek egyike. A folytonos eset ebbdl levezethet6

S‘F[x,}f]

F(ylx) = Fe®
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66.Ha egy f(v|x) = 0 fiiggvény kielégiti az F(y|x) = _Ir_}m f(v|x)dv egyenletet minden olyan x

esetén, amelyre f;(x) # 0, akkor ezt az n valoszinliségi valtozonak a § = x feltételre vett

f(v]x) feltételes sliriségfliggvényének nevezziik.

67. Mikor neveziink két valésziniiségi valtozat fiiggetlennek? Adjon ezzel ekvivalens tulajdonsagot!

Az val6sziniiségi valtozot fliggetlennek nevezziik a § valoszin(iségi valtozotdl, ha F(y|x) = F.(y),

azaz, ha az n-nak a &-re vett feltételes eloszldsa megegyezik az n feltétel nélkiili eloszlasaval.
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Két valésziniliségi valtozé akkor és csak akkor fiiggetlen, ha egyiittes eloszlasfiiggvényiik

eldall a peremeloszlasfiiggvények szorzataként F(x, y) = F.(x)F,(v), illetve ha létezik az

egylittes stirtiségfiiggvény, akkor teljesiil £ (x, y) = f(x)f, (¥).

68. A § és 1 valdszinliségi valtozok korrelalatlanok. Mit allithatunk a §+n szérasnégyzetérol?

Mivel tetszéleges { valészin(iségi valtozé esetén D*({) = E({?) — E({)?, igy

D2(E+ ) =E(E+m)?) — (EE+n)’ = E(E?+ 28n +1?) — [E®) +EM)]? =

= E(%%) + 2E(En) + E(n*) —E*(¥) — 2E(®)E(m) — E*(n) =

= E(£%) — E*(®) + E(n®) — E*(n) + 2[E(En) — E(E)E(n)] = D*(£) + D*(m)
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69. Mi a val6szinliségi valtozok kovarianciaja?

A € és m valdszinliségi valtozok kovarianciaja cov(§n)=E{[ §-E(§)][n-E(M)]}

70.Mi a korrelacids egyiitthat6 és milyen tulajdonsagai vannak?

A korrelacids egylitthat6 azt méri, hogy a két valtozé mennyire ,linedrisan” fliigg egymastol.

A € ésm valtozdk korrelacids egylitthatoja

cov(tm) E (En)—E(E)-E(n)
_ — -1 = <
r&m) D{Z) D(m) D{E)-Din} ' terbm s
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Fliggetlen valtozok esetén a korrelacids egytitthato6 zérus, de r(§n)=0 esetén § és 1 nem

feltétleniil fiiggetlenek.

A € ésm valdszinliségi valtozot korrelalatlannak nevezziik ha r(€n)=0.

71. n=a &+b esetén szamitsa ki § és n) korrelacios egytitthatdjat!

cov(§n) _ E(En)—E(%)-E(n)
D(%)-D(n) D(€)-D(n)

r(En) =

cov(§,m) = E{[E —E(D)Iln—E(m]

D*(§) =E[(&) - E(O))
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cov(Eat+b) _E{[f —E(D)][ak +b— E(aE+ b)) _ D(E)-D(ai+b)

D(¥) - D(at + b) D(¥) D(a& + b) D(8)- [fal - D(®)]

_ a-D’®
al-D(®)-D(®

r(§af+b) =

Han=a&+b, n linearisan fiigg £&-t6l. A D2(E) = cov(E af + b)miatt r(£aE + b) = sign(a)

r(E,at +b) = +1 az a=0 esetet kivéve.

72.Hogyan értelmezziik a kétdimenziés egyenletes eloszlast? Adja meg az egyiittes
siirtiségfiiggvényt is!

Egy (§n) valdszinliségi vektorvaltozét egy sikbelo T halmazon egyenletes eloszlasinak

_%r, ha(x,y)eET

neveziink, ha siirliségfiggvénye f(x,v) = { ,ahol |T|a T halmaz tertiletének

0, egvébként

a mertékét jeloli.
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A € ésm valészinliségi vektor valtozoknak akkor van egylittes stirliségfiiggvénye, ha
tetszlleges x és y valos szamok esetén az egylittes eloszlasfliggvény el6all az

F(x’ ¥l = f‘x_

L= —oo

J7___ f(u, v)dvdu alakban.

73.Feltételes varhato érték
Ha a (§1) valészinliségi vektorvaltozo diszkrét eloszlast, azaz ha a € és n valoszinliségi
valtozék az x4, x,, ..., ill. 37, v,, ... értékeket vehetik fel és P[E =x,n= g,rj] = p;;» akkorazn

valtozénak a £=x feltétel melletti feltételes varhaté értéke

E(lE=x)= ) yP(1=yk =2
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A feltételes varhaté érték csak az olyan x = x; értékekre értelmezett, amelyeket pozitiv

valdszintliséggel vesz fel a feltételben szerepld valoszinliségi valtozo.

Legyen a folytonos eloszlasu (1) valdsziniiségi vektorvaltozoé slrliségfiiggvénye f(x,v).

Az n valtozonak a £=x feltétel melletti feltételes varhato értéke

EnlE=x) = ;::C v f(v|x)dy feltéve hogy az integral abszolut konvergens.

74.Ismertesse a centralis hatareloszlas tételét!

Legyeneka £;,%,, ..., £, ... teljesen fliggetlen, azonos valészinliségi valtozok. Létezzen a

(kozos) varhato értékiikk m = E(E, ) és (koz0s) szorasuk a = D(E,). Ekkor
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limn

n—:’ﬂll:

P{Ei—l_E: +-+E, —nm
CI'\,‘."E

<x)- o0

ahol ¢(x) a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye.

75. Irja fel a (1) valészintiségi vektor valtoz6 peremsiiriiség fiiggvényét az egyiittes

siirtiségfiiggvény segitségével!

F) = ) £,0) = () f Fw)dv L f, () = f £, ) du
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76.A (§n) valdszintliségi valtoz6 f (x. v) egyiittes stirliségfiiggvénye el6all a peremsiirtiségek
szorzataként f(x, y) = fz(x) - f,, (¥). Igazolja, hogy az egyiittes eloszlas fiiggvény is eldall a

peremeloszlas fiiggvények szorzataként: F(x,y) = F¢(x) - F,(y)!

&

fen= | f fldvdu= [ [ £ f@dviu= | fwde - [ f,)dv= K- F)

U=—oo p= oo u v

77.Ismertesse a regresszi6 fogalmat!
Ha € értékét rogzitenénk egy adott x értéknél, akkor az ) értékei a feltételes varhato érték

koriil ingadoznanak. Az n valtozonak a §=x feltétel melletti feltételes varhato értéke

4o

Enltg=x) = J y - f(ylx)dy

— o0
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,ha az integral abszolut konvergens.
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